TEILCHEN

Mechanik der Punktmasse und des starren Korpers

Bei der Beschreibung von Bewegungsvorgingen ist es oft zuldssig, von den Abmessungen und
der Gestalt der beteiligten Korper sowie den Bewegungen ihrer einzelnen Teile gegeneinan-
der (innere Bewegungen) abzusehen und die Korper als unveridnderliche stoffliche Teilchen
von konstanter Menge Substanz und gegebenenfalls konstanter elektrischer Ladung zu ideali-
sieren. Das Teilchen dient so als Denkmodell tiir Kdrper sowohl in der Mikro- als auch in der
Makrophysik, indem einerseits z. B. Elektronen, Atomkerne und die Molekiile eines Gases, an-
dererseits aber auch die Planeten, deren Abmessungen klein sind im Verhéltnis zu den Raumen,
in denen sie sich bewegen, als Teilchen idealisiert werden konnen.

Fiir die mathematische Behandlung ist es zweckmifig, wenn man sich die gesamte stoffliche
Substanz sowie die daran gebundene elektrische Ladung des Teilchens in einem Punkt kon-
zentriert denkt, so dass seine Lage durch die drei Koordinaten des Raumes angegeben werden
kann. Man spricht dann von einer Punktmasse bzw. Punktladung. Diese kann keine Drehun-
gen, sondern nur fortschreitende Bewegungen ausfiihren.

Makroskopische Korper lassen sich stets durch ein System von Punktmassen bzw. Punktla-
dungen darstellen, so z. B. die Gase durch die Gesamtheit der Gasmolekiile oder die festen
kristallinen Korper durch die Atome bzw. Ionen des Kristallgitters. Der starre Korper kann
modellméBig durch ein System starr gekoppelter Punktmassen aufgefasst werden.

3 Kinematik der Punktmasse

Die Kinematik ist die Lehre von den Bewegungen der Korper, in der die Ursachen der Bewegun-
gen (die beteiligten Krifte) sowie die durch sie hervorgerufenen Wirkungen auf andere Korper
auBer Acht bleiben.

3.1 Raum, Zeit, Bezugssystem

Jeder physikalische Vorgang lduft in Raum und Zeit ab. Das ist daraus zu ersehen, dass in allen
Bereichen der Physik jedes Gesetz — offen oder verdeckt (explizit oder implizit) — Raum-Zeit-
Beziehungen in Form von Lingen und Zeitintervallen enthilt.

Zur Liangenmessung dienen Gerite, mit denen sich zwei Abstandsmarken reproduzierbar ein-
stellen lassen, durch deren Entfernung die Ldngeneinheit festgelegt werden kann. Die zu ver-
messende Strecke wird dann mit der Lingeneinheit verglichen und in Vielfachen oder Teilen
derselben ausgedriickt.

Die Léangeneinheit ist das Meter (m). Die Meter-Definition basiert auf einem festgelegten Wert
der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum von 299 792 458 m/s. Sie wurde moglich durch die abso-
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lute Messung der Frequenz von Laserstrahlung im sichtbaren Spektralbereich. Da Frequenz f
und Wellenldnge A der Strahlung mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ durch die Beziehung ¢ = fA
verkniipft sind (vgl. 36.1), kann die hohe Genauigkeit von Frequenzmessungen zur Darstellung
der Langeneinheit genutzt werden. Aus dem oben angegebenen Wert fiir die Lichtgeschwindig-
keit folgt als Meter-Definition:

Das Meter ist die Linge der Strecke, die Licht im Vakuum wihrend der Dauer von
1/299 792 458 Sekunde durchliuft.

Fiir die praktische Handhabung wird die so definierte Lingeneinheit auf korperliche Vergleichsmafstibe
iibertragen, die Abstandsmarken tragen (fiir eine bestimmte Temperatur und weitere genau festgelegte
Umgebungsbedingungen). Die Genauigkeit solcher VergleichsmaBstibe betriigt einige 1077, d. h., be-
zogen auf die Linge von 1 m betrégt der prinzipiell nicht unterschreitbare Fehler in der Lingenangabe
einige 1077 m.

Eine auflerordentlich hohe Genauigkeit und Reproduzierbarkeit besitzen Verfahren zur Lingenbestim-
mung, bei denen als maliverkorperndes Normal die Wellenldnge des Lichts zu Grunde gelegt wird
(optische Interferenzlingenmessung). Diese Methode besteht vom Prinzip her im Auszdhlen von Wel-
lenldngen des zur Messung verwendeten Lichts. Auf diese Weise ldsst sich das Meter auf Bruchteile der
Lichtwellenlinge (=~ 10~® m) genau vermessen. Bezogen auf die Entfernung Erde-Mond entspricht dies
einer Messungenauigkeit von nur wenigen Metern!

Mit Hilfe von Endmaflen lassen sich Langen zwischen etwa 0,1 mm und allgemein 0,25 m mit ei-
ner Genauigkeit von einigen Zehntel Mikrometer vermessen. Die hiufig anzutreffende Messschraube
(,,Mikrometerschraube) gestattet die Messung von Léingen zwischen 0,01 mm und meist 25 mm auf
etwa 5 pm genau. Mit Hilfe von Messuhren mit Taster kann eine Genauigkeit von etwa 1 pm erreicht
werden. Beim Messschieber erfolgt die Ablesung der Linge auf dem Mafstab mittels Nonius (Bild 3.1).

————
10 20 30 40 50 60 l Bild 3.1. Nonius an einer geraden Skala. Ablesung:
Il

i 32,7.
I Die Dezimalstelle 7 ergibt sich daraus, dass der 7. Teil-

M strich der kurzen Hilfsskala, des Nonius, genau mit ei-
nem Teilstrich der Hauptskala zusammenfillt.

Die Zeitmessung erfolgt mit Hilfe von Uhren. Es handelt sich dabei um Messgerite, deren
Rolle jedes beliebige System erfiillen kann, welches einen zeitlich streng periodischen Vorgang
ausfiihrt und mit dessen Hilfe ein Zeitintervall reproduzierbar dargestellt werden kann. Die
Zeiteinheit ist die Sekunde (s). IThre Definition geht auf Vorgénge im Atom zuriick:

1 Sekunde ist die Dauer von 9192631770 Schwingungsperioden der Strahlung des
Atoms Caesium 133.

Das Funktionsprinzip einer Afomuhr beruht auf der Wechselwirkung der fiir die Messung benutzten
Strahlungsiibergiinge im Atom (vgl. 44.2) mit elektromagnetischen Hochfrequenzfeldern, die von einem
Hilfsgenerator erzeugt werden, unter Ausnutzung der Resonanz bei Ubereinstimmung der Frequenzen
von Strahlungsfeld und Hochfrequenzfeld. Der Caesium-Frequenz-Standard hat eine Genauigkeit von
1074, das entspricht einer Abweichung von 1 s in 10'* s ~ 3 Millionen Jahren.

Durch geeignete Mittelung der Anzeigen mehrerer Atomuhren wird nach internationaler Ubereinkunft
fiir die physikalische Zeitmessung die internationale Atomzeit (1AT) festgelegt (SI-Sekunden-Definition).
Aus astronomischen Ereignissen folgt eine Weltzeit UT (universal time), die aus der Erdrotation abge-
leitet wird und fiir astronomische Beobachtungen sowie fiir die Navigation nach Himmelskdrpern maf3-
gebend ist. Die Atomzeit hat langfristig gegen die Weltzeit eine Abweichung, die bei Erreichen einer
Sekunde durch Einschieben oder Auslassen einer ,,Schaltsekunde* ausgeglichen wird.
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Relativitit der Bewegungen. Jede Bewegung ist eine im Zeitablauf erfolgende Ortsveridnde-
rung eines Korpers relativ zu anderen, willkiirlich als ruhend angenommenen Korpern der Um-
gebung, die das Bezugssystem bilden. Meist wird stillschweigend angenommen, dass der Be-
obachter stillsteht, das Bezugssystem also ruht. Registriert der Beobachter, dass sich in seiner
Umgebung ein Korper bewegt, so kann er ohne Orientierung an anderen Korpern der Umge-
bung (d.h. ohne Zuhilfenahme eines Bezugssystems) nicht entscheiden, ob er sich selbst bewegt
oder der Korper. Man denke hierbei nur an die bekannte Téuschung, der man immer wieder un-
terliegt, wenn man aus einem stillstehenden Eisenbahnabteil heraus auf einen anfahrenden Zug
blickt. Wenn man sich nicht z. B. am Bahnsteig orientiert, hat man den Eindruck, der eigene
Zug setze sich in Bewegung. Fahren beide Ziige gleich schnell nebeneinander her, so sieht es
fiir den Mitfahrenden aus, als stiinden beide Ziige still. Wir erkennen daraus:

Wie jede Bewegung ist auch der Zustand der Ruhe relativ.

Da zur vollstandigen Bestimmung der Lage eines Korpers relativ zu den Korpern der Umge-
bung (dem Bezugssystem) im Allgemeinen die Angabe von drei Langen notig ist, wird mit
dem Bezugssystem ein dreidimensionales Koordinatensystem verkniipft. Meist wihlt man ein
kartesisches System, in welchem die drei Koordinatenachsen aufeinander senkrecht stehen. Die
Gesamtheit aller durch die Koordinatentripel (x, y, z) gegebenen Punkte wird als Raum be-
zeichnet.

3.2 Die gleichformige Bewegung

Es werde die Bewegung eines Teilchens (Punktmasse) ldngs einer Geraden, die durch eine
Fiihrungsschiene realisiert werden kann, betrachtet. Diese Gerade lassen wir mit der x-Achse
unseres Bezugssystems zusammenfallen, so dass die Lage des Teilchens durch Angabe der ent-
sprechenden Koordinate x bestimmt ist. Zur Beschreibung der Bewegung des Teilchens geniigt
es offenbar, wenn man zu jedem Zeitpunkt ¢ seine Lage x bzw. den gegeniiber einem belie-
big wihlbaren Bezugspunkt x( zuriickgelegten Weg x — xo = s, d.h. das Weg-Zeit-Gesetz
s = s(t), kennt.

Werden in gleichen Zeitabschnitten stets gleich grole Wegstrecken zuriickgelegt, sprechen wir
von einer gleichformigen Bewegung, und wenn die Bewegung iiberdies auf gerader Bahn er-
folgt, von einer geradlinig gleichformigen Bewegung. Bei dieser einfachsten aller Bewegungs-
formen ist der zuriickgelegte Weg s der verstrichenen Zeit ¢ direkt proportional: s ~ f. Man
erhilt also als Weg-Zeit-Gesetz die einfache Beziehung

s = vt mit v = const. (D)
Den Proportionalititsfaktor v nennt man die Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung;
sie berechnet sich als Quotient aus dem zuriickgelegten Weg und der dazu bendtigten Zeit zu

s
v = 7 (Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung). 2)

Hieraus ergibt sich die Einheitengleichung

[S ] 1m —1
[Vl]=—=—-—=1m/s = Ims™".
[£] ls
Tragt man wie in Bild 3.2a die zuriickgelegte Wegstrecke s als Ordinate und die zugehdrige
Zeit t als Abszisse auf, so erhilt man das Weg-Zeit-Diagramm der Bewegung. In diesem wird
gemdl Gleichung (1) die gleichformige Bewegung durch eine steigende Gerade beschrieben,



22 3 Kinematik der Punktmasse

deren Anstieg die (konstante) Geschwindigkeit v kennzeichnet. Ist ndmlich s; der nach Ablauf
der Zeit t; und s, der nach Ablauf der Zeit #, zuriickgelegte Weg, so gilt s;/t] = s2/th = v =
const. Die Geschwindigkeit kann daher — wie man aus dem Bild entnimmt — auch durch den
konstanten Differenzenquotienten

S — 8] As
TN

beschrieben werden.

s A s=ypt I’ |
52 ] v= const
As
s °2
1
a) = at > b ’/ B
0 ¢ t, t 0 4 bt

Bild 3.2. Bewegungsdiagramme der gleichférmigen Bewegung:
a) Weg-Zeit-Diagramm s = s(¢); b) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm v = v(¢);
der schraffierte Flacheninhalt entspricht dem durchlaufenen Weg s.

Der Weg s geht in anschaulicher Weise aus dem Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (Bild 3.2b)
hervor, das die Geschwindigkeit als Funktion der Zeit v = v(t) abbildet. In ihm wird nach
(1) die gleichférmige Bewegung durch eine Gerade parallel zur ¢-Achse beschrieben. Da der
Flacheninhalt unter der Geraden fiir eine vorgegebene Zeit ¢ zahlenméiBig gleich dem Produkt
vt ist, gibt dieser daher den in der Zeit ¢ zuriickgelegten Weg an (in Bild 3.2b den Weg s, = vfp).
Dies gilt auch bei beliebiger Abhéngigkeit v = v(¢); vgl. die Bilder 3.3 und 3.4b.

Beispiel: Ein Fahrzeug legt die erste Hilfte einer vorgegebenen Strecke mit der Geschwindigkeit v; =
30 km/h und die zweite Hilfte mit der Geschwindigkeit v, = 50 km/h zuriick. Mit welcher Durch-
schnittsgeschwindigkeit wird die gesamte Strecke zuriickgelegt? — Losung: Ist der Gesamtweg gleich 2s,
so ist nach (2) v; = s/t; und v, = s/1,. Die Gesamtfahrzeit betriagt daher t; + t, = s/v; + s/v; und
somit die Durchschnittsgeschwindigkeit
2s 2 2v v, . .
v = = = = 37,5km/h (harmonisches Mittel),
h+n 1 1 v 4+ vy
J— + J—
V1 (%)

also nicht etwa 40 km/h (arithmetisches Mittel).

33 Die gleichmiiBig beschleunigte Bewegung

Bei allen Bewegungsvorgidngen wird eine bestimmte Geschwindigkeit nicht sprunghaft, son-
dern allmahlich erreicht (z. B. Anfahrvorgidnge). Das Gleiche trifft auf Abbremsvorginge zu,
bei denen die Geschwindigkeit stéindig abnimmt. Derartige Bewegungen, bei denen sich die
Geschwindigkeit zeitlich dndert, nennt man beschleunigt. Eine Bewegung, bei der die Ge-
schwindigkeit in gleichen Zeiten um denselben Betrag wichst oder abnimmt, heift gleichméBig
beschleunigt. Bei ihr ist die Geschwindigkeitsdnderung Av der verstrichenen Zeitspanne At
direkt proportional:

Av = aAt mit a = const. 3)
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Wird der Korper nicht aus der Ruhelage heraus beschleunigt, sondern hat er zum Zeitpunkt
t = tp = 0 (d. h. zu Beginn der Zeitzdhlung, z. B. bei Verwendung einer Stoppuhr) bereits eine
bestimmte Anfangsgeschwindigkeit vy, dann ist, wenn v die Endgeschwindigkeit nach Ablauf
der Zeit ¢t ist, die Geschwindigkeitsdnderung im Zeitintervall Ar =t — fy = t wegen (3) gleich
Av = v — vy = at und somit

v=at+ vy (Endgeschwindigkeit). 4)

Die konstante GroBe a heifit Beschleunigung; sie ist demnach gleich dem Quotienten aus der
Geschwindigkeitsinderung und der dazu bendtigten Zeit:

a4 = & _ V=1 (Beschleunigung bei der gleichméBig )
T At beschleunigten Bewegung).
S [v] m/s m 5
Einheit: [a]=—=1—=1—251ms .
[7] S S

Wenn die Geschwindigkeit abnimmt (Av < 0), hat a die Bedeutung einer Verzogerung; ihr
Zahlenwert erhilt dann negatives Vorzeichen (a < 0).

Als Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm erhilt man nach Gleichung (4) fiir die gleichméBig be-
schleunigte Bewegung eine steigende, fiir die gleichmiBig verzogerte Bewegung eine fallende
Gerade, deren Anstieg durch die konstante Beschleunigung a und deren Ordinatenabschnitt
durch die Anfangsgeschwindigkeit vy gegeben ist (Bild 3.3).

ot T
Ym v Bild 3.3. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm der
Vo i vpt+v ¢ glf:ichm'aiBig beschleunig.ten Bewegung.
-T2 Die schraffierte Fliche gibt zahlenmiBig den
vy = zuriickgelegten Weg an. vy, ist die mittlere
4] t/2 ¢ Geschwindigkeit.

Die schraffiert gezeichnete Fldache unter der v,7-Geraden, welche die Gestalt eines Trapezes hat,
ist — wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben — zahlenmifig gleich dem Weg s. Dieser
berechnet sich somit zu

v+ v
S =
2

t = vpt. (6)

vm = s/t = (vp+v)/2 gibt dabei die mittlere Geschwindigkeit an; bei dieser Geschwindigkeit
wird wihrend der Zeit ¢ in gleichformiger Bewegung die gleiche Wegstrecke zuriickgelegt wie
in gleichméfig beschleunigter Bewegung von vg auf v. Nach Einsetzen von v gemaB Gleichung
(4) in Gleichung (6) erhilt man

l‘2

5 — - + vt (Weg-Zeit-Gesetz der gleichmiiBig

beschleunigten Bewegung).

(7

Ersetzt man hingegen in (6) nach Gleichung (4) die Zeit t = (v — vg)/a, so folgt nach Umstel-

lung
v =,/2as + v02 (Endgeschwindigkeit). (8)
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Aus den allgemein giiltigen Gleichungen (4) bis (8) lassen sich nun bestimmte Sonderfille
ableiten. So ist beim Start aus der Ruhelage vy = 0 zu setzen. Beim Abbremsen bis zum Still-
stand ist die Endgeschwindigkeit v = 0, womit sich aus (4) die Anfangsgeschwindigkeit bei
gegebener Bremszeit zu vg = —at und aus (8) der Bremsweg zu s = —vo2 /(2a) oder die An-
fangsgeschwindigkeit bei gegebenem Bremsweg zu vg = +/—2as ergeben. Die Minuszeichen
verschwinden beim Einsetzen des Wertes fiir die Beschleunigung a, der hier negativ ist. In Bild
3.4 sind die Bewegungsdiagramme fiir die gleichmiBig beschleunigte Bewegung zusammenge-

stellt.
s s
a)
|
|
1S
|
! v
t
| Vo b
5 Vv (
T Vin
Ya
' t
al } &
¢ v—vy&/‘%
. — 0 -
t v=vp<0 t

Bild 3.4. Bewegungsdiagramme fiir ¢ > 0 (links) und @ < O (rechts):
a) Weg-Zeit-Diagramm bzw. Ort-Zeit-Diagramm s = s(t)

b) Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm v = v ()

c) Beschleunigung-Zeit-Diagramm a = a(t)

Fiira < O weist s = s(¢) in Bild 3.4a (rechts) ein Maximum auf, das einem Umkehrpunkt der Bewegung
entspricht. Die einzelnen s-Werte werden nach Erreichen des Maximums in umgekehrter Richtung noch
einmal durchlaufen, wobei die Geschwindigkeit jetzt negative Werte annimmt (Bild 3.4b (rechts)). s =
s(t) stellt in diesem Falle nicht den in einer bestimmten Zeit insgesamt zuriickgelegten Weg dar, sondern
die momentane Entfernung zum Bezugspunkt, was gleichbedeutend mit der Ortskoordinate des Korpers
zur Zeit t ist. Dementsprechend bezeichnet man das s,#-Diagramm fiir ¢ < 0 in Bild 3.4a auch als
Ort-Zeit-Diagramm. Den vom Korper insgesamt zuriickgelegten Weg erhdlt man durch Addition der
Betrige der im v,7-Diagramm Bild 3.4b (rechts) schraffiert gezeichneten Flidchen. Vergleiche dazu das
Beispiel zum senkrechten Wurf in Abschnitt 3.4.

Beispiel: Der Fahrer eines mit 80 km/h fahrenden Pkw bemerkt plétzlich in 60 m Entfernung auf der
StraBe ein Hindernis, worauf er seinen Wagen mit der maximal méglichen Verzogerung vona = —5 m/s’
abbremst. a) Wie viel Sekunden nach Einsetzen des Bremsvorgangs und wie viel Meter vor dem Hin-
dernis kommt der Wagen zum Stehen? b) Mit welcher Geschwindigkeit prallt der Wagen auf, wenn er
anfinglich mit 90 km/h gefahren wird? — Losung: a) Bekannt sind die Anfangsgeschwindigkeit vy =
(80/3,6) m/s = 22,2 m/s, die Endgeschwindigkeit v = 0 und die Beschleunigung a. Aus (4) folgt damit
die Bremszeit t = —vp/a =~ 4,5 s. Fiir den Bremsweg ergibt sich aus (8) s = —voz/(Za) = 49,3 m; der
Wagen kommt also 10,7 m vor dem Hindernis zum Stehen. b) Mit s = 60 m und vy = (90/3,6) m/s =
25 m/s folgt nach (8) fiir die Aufprallgeschwindigkeit v = 5 m/s = 18 km/h.

Aufgabe 3.1. Um wie viel Meter vergrof3ert sich im obigen Beispiel die Strecke fiir den Anhaltevorgang
gegeniiber dem Bremsweg, wenn die Reaktionszeit des Fahrers bis zum Beginn des Bremsvorganges von
tr = 0,8 s beriicksichtigt wird? Kommt es jetzt bei vy = 80 km/h zum Aufprall? Wenn ja, mit welcher
Geschwindigkeit?
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Aufgabe 3.2. Ein Kurzstreckenldufer legt die Strecke von 100 m in der Zeit von 10,5 s zuriick. Wihrend
der ersten 20 m beschleunigt er dabei gleichmifig und lduft den Rest der Strecke mit konstanter Ge-
schwindigkeit. Wie grof3 sind die Beschleunigung und die Endgeschwindigkeit des Laufers? Stelle den
Lauf in einem v,#- sowie in einem s,¢-Diagramm dar!

34 Freier Fall. Senkrechter Wurf

Das wohl bekannteste Beispiel fiir eine gleichm@Big beschleunigte Bewegung ist der freie Fall.
Ursache der Fallbewegung eines Korpers ist die Anziehungskraft der Erde. GALILEI (1564—
1642) erkannte als Erster, dass alle Korper mit der gleichen Beschleunigung zum Mittelpunkt
der Erde fallen, wenn der Einfluss des Luftwiderstandes vernachlissigt wird (Bild 3.5). Anhand
sorgfiltiger und fiir seine Zeit genauer Experimente konnte er zeigen, dass die Wege, die von
einem Korperin 1, 2, 3, 4. .. Zeiteinheiten (z. B. Sekunden) durchfallen werden, sich wie 1:4:
9:16: ... verhalten, d. h., die Fallhohe ist dem Quadrat der Fallzeit proportional (Fallgesetz).

So fillt ein Korper in Luft in der ersten Sekunde etwa 4,9 m und
in jeder folgenden jeweils um das Doppelte dieses Wertes, also
ungefdhr um 9,8 m, mehr als in der vorangegangenen Sekunde.
Die gesamte Fallhohe, ausgedriickt in Metern, betrégt also

h=49+49+9.8) +4.9+2-9.8) +---
° + [4,94 @ —1)-9,8],
wenn ¢ die Anzahl der Sekunden angibt. Wir haben also ¢ Sum-

manden, die sich als Summe einer arithmetischen Reihe wie
folgt zusammenfassen lassen:

S 9,81 —1 9,8
h=49r4 250D 98,
2 2
° Dies ist das quadratische Zeitgesetz des freien Falls mit dem spe-

ziellen Wert 9,8 m/s? fiir die Fallbeschleunigung oder Schwe-
rebeschleunigung, die mit dem Buchstaben g (von lat. ,.gravi-
A tas*, die Schwere) bezeichnet wird.

O O 0 00C0CCCC

Bild 3.5. Stroboskopische Aufnahme von zwei frei fallenden Kugeln
ungleicher Masse. Sie wurde hergestellt, indem bei getffneter Blende
in Absténden von 1/100 s mit Blitzlicht beleuchtet wurde. Man beach-
o o te, dass die leichte Kugel genauso schnell féllt wie die schwere Kugel.

Dieses Gesetz folgt mit der Anfangsgeschwindigkeit vg = 0 und dem genauen Wert der expe-
rimentell zu bestimmenden Fallbeschleunigung @ = g, der innerhalb nicht allzu groer Hohen-
unterschiede konstant ist, unmittelbar auch aus (7):

h = gtz (Fallhohe). 9)
Aus (8) erhilt man die Endgeschwindigkeit nach Durchfallen der Hohe £:
v=+/2gh (Fallgeschwindigkeit). (10)
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Der Wert fiir die Fallbeschleunigung g kann z. B. mittels genauer Messungen der Fallzeit fiir
eine vorgegebene Hohe nach Gleichung (9) g = 2/ /¢ bestimmt werden. Genauere Messungen
sind mit Hilfe von Pendeln moglich (vgl. A.2 im Anhang). Infolge der Abweichung der Erde
von der Kugelgestalt und wegen der Erddrehung ist g von der geographischen Breite abhéngig
(s. 5.2). Fiir Orte um den 50. Breitenkreis und niedrige Hohenlagen erhilt man g ~ 9,81 m/s.
Als Normwert wurde der Wert fiir 45° nordlicher Breite und Meereshohe vereinbart:

gn = 9,806 65 m/s? (Normfallbeschleunigung).

Beispiel: Bestimme aus Bild 3.5 den Wert der Fallbeschleunigung g! — Losung: Die Ausmessung der
Abstinde aufeinander folgender Positionen der frei fallenden Kugeln ergibt, dass in jeweils einer hun-
dertstel Sekunde (Ar = 1072 s) die zuriickgelegten Wege jedes Mal um As ~ 1 mm zunehmen. Die Ge-
schwindigkeitszunahme zwischen zwei aufeinander folgenden Belichtungen betrigt also Av = As/At
~ 0,1 m/s, woraus fiir die Beschleunigung folgt « = Av/At ~ 10 m/s> ~ g.

Der senkrechte Wurf. Beim senkrechten Wurf eines Korpers ist der gleichmifig beschleunig-
ten Fallbewegung eine gleichformige Bewegung mit der Anfangsgeschwindigkeit v liberlagert.
Die resultierende Bewegung ist ebenfalls gleichmifig beschleunigt. Beim senkrechten Wurf
nach unten hat vy dieselbe Richtung wie die Fallbewegung; es gelten daher fiir ihn die allge-
meinen Bewegungsgesetze (4), (7) und (8) mit a = g in unverédnderter Form. Beim senkrechten
Wurf nach oben ist demgegeniiber zu beachten, dass die Fallbeschleunigung g als Verzogerung
wirkt und daher negativ anzusetzen ist. Damit ergibt sich aus (4) die Geschwindigkeit nach
Ablauf der Zeit t zu

v =y — gt, (11)
aus (7) die Wurfhohe nach der Zeit ¢ zu
h = vot — %tz (12)

und aus (8) die Geschwindigkeit in der Hohe /4 zu

v =,/v02—2gh. (13)

Bei einer vorgegebenen Anfangsgeschwindigkeit vg erreicht der Korper eine bestimmte maxi-
male Hohe . In dieser Hohe ist er fiir einen Augenblick in Ruhe (v = 0), um danach frei

nach unten zu fallen. Fiir den Gipfelpunkt gilt daher 0 = ,/ vO2 — 2ghmax, woraus folgt

v2

Nmax = 2—0 (maximale Wurfhohe). (14)
g

vo = «/ 2ghmax ist diejenige Geschwindigkeit, die dem Korper erteilt werden muss, damit er
die Hohe hpax gerade erreicht. Wie man sieht, ist sie der Geschwindigkeit (10) gleich, die der
Korper erhilt, wenn er aus der Hohe /1,y frei zu Boden fillt.

Beispiel: Ein Korper werde mit der Anfangsgeschwindigkeit vg = 20 m/s senkrecht nach oben geworfen.
Bis zu welcher Hohe steigt er maximal? Nach welcher Zeit hat er seine Anfangslage wieder erreicht?
(g ~ 10 m/s?). Wurfhohe &, Geschwindigkeit v und Beschleunigung a sind in Abhiingigkeit von der
Zeit graphisch darzustellen. — Losung: Nach (14) ist hm,x = 20 m. Die Steigzeit t; erhilt man aus (11)
mit der Bedingung v = 0 zu t; = vp/g = 2. Der Korper kommt also nach t, = 2#; = 4s wieder
am Boden an. Entsprechend Gleichung (7) bzw. (12) wird die gleichméfig beschleunigte Bewegung
im Ort-Zeit-Diagramm durch eine Parabel beschrieben. In unserem Beispiel ist die Parabel wegen des
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negativen Vorzeichens der Beschleunigung nach unten gedftnet (Bild 3.6a). Das Maximum liegt an der
Stelle t = t; bei h = hyax. Im v,7-Diagramm (Bild 3.6b) ergibt sich gem@f Gleichung (11) eine fallende
Gerade mit dem Ordinatenabschnitt v = vy bei t+ = 0 und der Ordinate v = —v( bei t = t, = 2t;. Sie
veranschaulicht die verzogerte Bewegung wihrend der Aufstiegsphase bis zum Stillstand (v = 0) zum
Zeitpunkt #; und die anschlieBende beschleunigte Bewegung in umgekehrter Richtung (Abstiegsphase
mit negativer Geschwindigkeit). Wegen der auf den Korper wirkenden konstanten Fallbeschleunigung
a = —g ergibt sich im a, t-Diagramm (Bild 3.6¢) eine Gerade parallel zur #-Achse. Auch im hochsten
Punkt der Flugbahn, wo die Geschwindigkeit gleich null ist, behélt die Beschleunigung ihren Wert a =
—g; denn ,Beschleunigung® bedeutet Geschwindigkeitsinderung, und im hochsten Punkt erfolgt die
Anderung der Geschwindigkeit von positiven zu negativen Werten.

sk v ak
Pnat—— a) b) c)
| Vo
|
:
t —= = 0 . -
0 4 2 *Nz t >
=i -g

Bild 3.6. Senkrechter Wurf nach oben: Ort-Zeit-Diagramm (a),
Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm (b) und Beschleunigung-Zeit-Diagramm (c)

Aufgabe 3.3. Von einer 100 m hohen Plattform eines Aussichtsturmes wird ein Korper mit vy = 15 m/s
senkrecht nach oben geworfen. a) Wie grof ist die Gipfelhdhe iiber dem Erdboden, und wann wird sie
erreicht? b) Nach welcher Zeit und mit welcher Geschwindigkeit trifft der Kérper am Erdboden auf?
Luftwiderstand wird vernachldssigt.

35 Allgemeine Definition von Geschwindigkeit und Beschleunigung.
UngleichmiiBig beschleunigte Bewegung

Wie aus den Bildern 3.4a und 3.6a hervorgeht, wird die beschleunigte Bewegung im Weg-Zeit-
Diagramm durch eine gekriimmte Kurve s = s(t) beschrieben. Im Gegensatz zur gleichformi-
gen Bewegung, fiir die man im s,7-Diagramm wegen der konstanten Geschwindigkeit eine Ge-
rade erhilt, ist daher fiir die beschleunigte Bewegung die Definition der Geschwindigkeit als
Differenzenquotient As/At wie in Abschnitt 3.2 nicht mehr ausreichend; denn dieser gibt —
wie man aus Bild 3.7 ersehen kann — nur eine mittlere (durchschnittliche) Geschwindigkeit
zwischen den Zeitpunkten #; und #, an, entsprechend dem Anstieg der Sekante durch die Kur-
venpunkte Py und P,.

» Bild 3.7. Zur Definition der Geschwindigkeit bei
beschleunigter Bewegung

Um die Momentangeschwindigkeit v(¢) zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, z. B. t = #{, zu
erhalten, ist es erforderlich, den Anstieg der Tangente an die Weg-Zeit-Kurve im zugehori-
gen Kurvenpunkt P; zu bestimmen. Dies geschieht dadurch, dass das Zeitintervall At (und
damit zugleich auch das Wegintervall As) verschwindend klein gewéhlt wird. Durch diesen
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Grenziibergang wird der Differenzenquotient As/At zum Differentialquotienten ds/dt, der
dann die Geschwindigkeit im betreffenden Zeitpunkt angibt:
As ds

)= lim — = — =3. 15
v(®) A;lgoAt dr s (15)

Die allgemeine Definition der Geschwindigkeit lautet somit:

Die Geschwindigkeit ist gleich dem Differentialquotienten des Weges nach der Zeit.

Analog ist bei der Bestimmung der Beschleunigung zu verfahren, wenn die Bewegung un-
gleichmdifiig beschleunigt ist. Denn in diesem Fall ist der Geschwindigkeitszuwachs Av in
gleichen Zeitintervallen Ar verschieden grof, d. h., die Beschleunigung &ndert sich dauernd,
weshalb diese Bewegung im v,7-Diagramm nicht wie bei gleichméBiger Beschleunigung durch
eine Gerade, sondern durch eine gekriimmte Kurve beschrieben wird. Daher gibt hier der Dif-
ferenzenquotient (5) Av/At nur eine durchschnittliche Beschleunigung im Zeitintervall At an.
Die Momentanbeschleunigung a(¢) erhélt man wie oben durch Grenziibergang zu

H=lm — =—=1 1
a(®) A}EOAI dr v (16)

oder mit (15) zu

® d [ds d>s . an
a)=—\|—)=—-—5=5.
dr \ dt dr?

Die Beschleunigung ist gleich dem Differentialquotienten der Geschwindigkeit nach der
Zeit oder gleich dem zweiten Differentialquotienten des Weges nach der Zeit.

Mit Hilfe dieser Definitionen fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung lassen sich die oben
behandelten Gesetze der gleichmdiflig beschleunigten Bewegung durch Anwendung der Inte-
gralrechnung auf analytischem Wege herleiten. So folgt zunichst aus (16) durch Umstellung
dv = a df und hieraus mit a = const:

v=[dv=fadt =afdr=at+C.

Die Integrationskonstante C bestimmt man aus der Anfangsbedingung, dass der Kérper zum
Zeitpunkt r = 0 die Anfangsgeschwindigkeit v = vy haben soll. Durch Einsetzen dieser Werte
fiir  und v folgt aus vorstehender Gleichung C = vy, womit sich die bekannte Beziehung (4)
v = at + vg ergibt. Mit (15) wird hieraus

ds a , ,

— =at+vy; s= [ (at+vy)dt =—=t"4+vot +C'.

dr 2

Nehmen wir an, dass die zur Zeit ¢t = 0 zuriickgelegte Wegstrecke gleich s ist, so folgt durch
Einsetzen C’ = s¢. Lassen wir hingegen die Bewegung zum Zeitpunkt = 0 erst beginnen,
d. h. s9 = 0, so ist auch C’ gleich null, und es folgt das Weg-Zeit-Gesetz (7).

Beispiele: /. Bei einer geradlinigen Bewegung werden nach 1, 2, 3 ... Sekunden 1, 8, 27 ... Meter
zuriickgelegt. Wie grof3 sind Geschwindigkeit und Beschleunigung nach der 1., 2. und 3. Sekunde? —
Losung: Wir entnehmen, dass s der dritten Potenz von ¢ proportional ist, d. h., es gilt s = kz3. Die
Konstante k erhilt man durch Einsetzen zusammengehoriger Werte von # und s zu k = 1 m/s®. Nach (15)
folgt damit als Geschwindigkeit v(¢) = 3k¢? und nach (16) als Beschleunigung a(t) = 6kt. Einsetzen
von k ergibt v(z) = 3> m/s?; a(t) = 6t m/s>. Fiirt = 1, 2, 3 s erhilt man v = 3, 12, 27 m/s und
a=6,12, 18 m/s%,
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2. Die Geschwindigkeit einer senkrecht aufsteigenden Rakete zum Zeitpunkt ¢ nach dem Start betrigt
nach Gleichung (9/20):

v(t) = cln& —gt=—cln (1 - ﬂt) — gt.
moy — mt mo
Dabei ist ¢ die konstante Ausstromgeschwindigkeit der Verbrennungsgase aus dem Triebwerk, m der
zeitlich konstante Treibstoffverbrauch, gemessen in Kilogramm je Sekunde, und m die Startmasse der
Rakete. Wie grof} sind Startbeschleunigung und Endbeschleunigung der Rakete, wenn ¢ = 3000 m/s,
n/mo = 1072 /s und die Brenndauer des Treibsatzes tg = 25 s betrigt? — Losung: Aus obiger Gleichung
fiir v(¢) erhdlt man durch Differentiation nach der Zeit

c (m/my)

WO = T i moyt

Fiir + = 0 folgt hieraus als Startbeschleunigung a(0) = ¢ (1/mo) — g = 20 m/s? &~ 2g und fiir t = 15 =
25 s als Endbeschleunigung a(fg) = 30 m/s? &~ 3g.

Aufgabe 3.4. Ein Elektron bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit vy = 600 km/s geradlinig
im Vakuum. Vom Zeitpunkt o = 0 an wird es durch ein mit der Zeit linear anwachsendes Gegenfeld mit
einer Verzogerung a = —kt abgebremst (k = 3 - 10'° m/s?). a) Bestimme Weg und Geschwindigkeit in
Abhingigkeit von der Zeit allgemein! b) Zu welchem Zeitpunkt nach ¢y kehrt sich die Bewegungsrich-
tung des Elektrons um? c¢) Welchen Weg hat es bis dahin im Gegenfeld zuriickgelegt?

3.6 Geschwindigkeit und Beschleunigung als Vektoren.
Zusammengesetzte Bewegungen (Superposition)

Vektoren. Zur eindeutigen Bestimmung einer Geschwindigkeit gehort auler der Angabe ih-
res Zahlenwertes nebst Einheit die Angabe der Richtung. Gleiches gilt fiir die Beschleunigung.
Derartige gerichtete Grofen heiflen Vekroren, im Gegensatz zu den ungerichteten Skalaren, wie
z. B. der Zeit, der Temperatur und der Dichte. Vektoren stellt man durch Pfeile in der entspre-
chenden Richtung dar, deren Linge gleich so viel willkiirlich gewihlten Langeneinheiten ist,
wie der Zahlenwert der betreffenden Groflen angibt. Der Zahlenwert zusammen mit der Ein-
heit eines Vektors heiflt sein Betrag. Zwei vektorielle GroBen sind nur dann gleich, wenn sie in
Betrag und Richtung iibereinstimmen.

Vektorielle Groflen werden durch fettgedruckte lateinische Buchstaben gekennzeichnet, z. B. v
fiir den Geschwindigkeitsvektor. Ublich ist auch die Kennzeichnung durch gewohnliche Buch-
staben mit einem dariibergesetzten Pfeil (z. B. ¥), wie sie in den Bildern dieses Buches verwen-
det wird.

Uberlagerung von Bewegungen. Fiihrt ein Korper zwei Bewegungen gleichzeitig aus (z. B.
ein Boot, das iiber den Fluss setzt und dabei infolge der Stromung des Flusses abgetrieben
wird), so setzen sich die beiden Teilbewegungen (Bewegung des Bootes in Bezug auf den Fluss
und Bewegung des Flusses in Bezug auf das Ufer) zur Gesamtbewegung (Bewegung des Boo-
tes gegeniiber dem Ufer) so zusammen, als ob sie zeitlich nacheinander stattfinden wiirden.
Man nennt dies das Prinzip der ungestorten Superposition (Uberlagerung) oder auch das Un-
abhdngigkeitsprinzip.

Danach ergibt sich der Geschwindigkeitsvektor v der aus zwei Teilbewegungen zusammenge-
setzten Bewegung als Diagonale des Parallelogramms, das aus den Geschwindigkeitsvektoren
v und v, der Teilbewegungen gebildet wird (Bild 3.8). Nach den Regeln der Vektorrechnung
ist diese gleich der Vektorsumme

vV=v;+ 1V (resultierende Geschwindigkeit). (18)





