
Geraden, Tangenten und  
Normalen
3a	 Ermitteln Sie die Gleichung der Geraden durch die 

Punkte P (1|3) und Q (2|4)!

3b	 Ermitteln Sie die Gleichung der Tangente und die 
Gleichung der Normalen im Punkt P (1|…) an den 
Graphen der Funktion f  mit f x x x( ) = - +3 5 12 .

3c	 Gegeben sei die Funktion f  mit f x x x( ) = + +2 4 4 .	
Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente, die 
parallel ist zur Geraden g: y x= -4 1.

Ganzrationale Funktionen
3d	 Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel durch die 

Punkte P (–1|4) und Q (0|2) und R(1|1)!

3e	 Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit dem 
Hochpunkt P (1|3) und dem Achsenschnittpunkt 
Q (0|2)! 

Vom Schaubild Gf  zum Term f  ( x) 
Bestimmen Sie zu den angegebenen Graphen einen 
möglichen Funktionsterm f  (x)!  

3f	 Der Graph einer Funktion 3. Grades hat im Ursprung 
einen Wendepunkt und den Hochpunkt P (–2|2). 
Bestimmen Sie f  ( x ) !

3g	 Der Graph einer Funktion 3. Grades schneidet die 	
y-Achse in P (0|4), berührt die x-Achse in B (–3|0) und 
schneidet sie im Punkt C (4|0).	
Bestimmen Sie f  ( x )!

3h	 Der Graph einer Funktion 3. Grades geht durch den 
Punkt P (0|4) und hat den Wendepunkt W (–1|1). Die 
Wendetangente hat die Steigung –1. 	
Bestimmen Sie f  ( x )!

Übersetzungstafel 
Beispiel:	 Polynom 3. Grades		 	 f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 	
	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 ¢ = + +

¢¢ = +
f x ax bx c
f x ax b

( )
( )

3 2
6 2

2

P (4|5) liegt auf Gf	 	 	 	 	 	 fi =5 4f ( )

Gf hat Hoch/Tiefpunkt P (2|…) 	 	 fi ¢ =f ( )2 0

Gf hat Terrassenpunkt P (2|…)	 	 fi ¢ = Ÿ ¢¢ =f f( ) ( )2 0 2 0

Gf berührt x-Achse in x = 2	 	 	 fi = Ÿ ¢ =f f( ) ( )2 0 2 0

Gf hat in P (2|…) Steigung 3	 	 	 fi ¢ =f ( )2 3

Gf  ist achsensymmetrisch zur y-Achse		 	 fi = +f x bx d( ) 2
	

Gf  ist punktsymmetrisch zum Ursprung	 	 fi = +f x ax cx( ) 3
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Vom Term f  ( x)  zum Schaubild Gf   
Skizzieren Sie den Funktionsgraphen Gf  !

Leiten Sie ab!
Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktionen

f x x x( ) = - +3 2 2

f x x x( ) = -2 53

f x ax x a( ) = + +4 32

f x x x( ) ( )= + ◊2 4

f x x e x( ) = + 2

f x e xx( ) ( )= + ◊1 2

f x e x( ) = -3

f x x( ) ( )= +1 2

f x x( ) ( )= ◊ +3 2 1 2

f x x( ) = -2 1
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Graphisches Ableiten
Skizzieren Sie den Graphen Gf ¢  der ersten Ableitung!
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1. Aufgaben zur Ableitung
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Wissenskarte Analysis
Basiswissen Gymnasium

Die Übersichtskarte (DIN A1) zur Grenzwert-, Di� erenzial- und Integralrechnung 
für Schüler an Gymnasien und Studienanfänger.
Mit einem umfangreichen anwendungsorientierten Funktionenatlas. 

Die Wissenskarte präsentiert die zentralen Themen Grenzwertrechnung, Di� erenzial- 
und Integralrechnung schülernah in 27 übersichtlichen Lernkästen (Chunks). Kommen-
tierte Pfeile zwischen den Lernkästen (Links) helfen dabei, die einzelnen Themen im 
Sinnzusammenhang richtig einzuordnen. Der Leser kann sich anhand der Pfeile auf der 
Wissenskarte orientieren, Zusammenhänge selbst erforschen und die Theorie nach den 
Regeln der Lernpsychologie schnell und nachhaltig im Grundwissen verankern. So eignet 
sich die Wissenskarte ideal für die Prüfungsvorbereitung in der Oberstufe oder für Stu-
dienanfänger zum Au� rischen des Abitursto� s. Alle angegebenen Formeln stehen stets 
im Bezug zu konkreten Anwendungen und typischen Prüfungsfragen. Im Aufgabenteil 
sind zur Selbstkontrolle die wichtigsten Musteraufgaben mit vollständigen Lösungen im 
Überblick zusammengestellt. 

Besonders hilfreich für Schüler und Studierende ist ein umfangreicher Funktionenatlas 
(60cm x 60cm) mit den in Oberstufe und Studium vorausgesetzten Funktionstypen. Der 
Funktionenatlas zeigt nicht nur die Schaubilder der Funktionen mit ihren charakteristi-
schen Eigenschaften. Modi� kationen des Funktionsterms, wie sie bei Verschiebungen, 
Streckungen und Spiegelungen auftreten, werden ebenso diskutiert wie symmetrische 
Spezialfälle ganzrationaler Funktionen, Kurvenscharen und typische Anwendungen aus-
gewählter Funktionsklassen, wie z.B. exponentielle Wachstums- und Abnahmevorgänge.

Tipp:  Lernen Sie mit der Karte in der Gruppe und nutzen Sie die Karte aktiv beim Lösen 
der Aufgaben! Beim Erklären und Selberrechnen behalten Sie ein Vielfaches von dem, 
was Sie nur lesen!

Legende

x0 x 

y 

P0 
f x( )0

x 

Gf

y 

x x0 

f x( )0

Gf

x x- 0

f
x

f
x

(
)

(
)

-
0

f x( )0

f x( )

x0 x 

x 

Gf

P0 

P

y 

Grenzüber-
gang x�+∞

Grenzüber-
gang x�x0

Rechen-
technik

stetig,
di� eren-
zierbar

Diskussion gebrochen 
rationaler Funktionen

Ableitung 
an der 
Stelle x0

Monotonie-
verhalten

Krümmungs-
verhalten

Extremwerte

Elemente 
der Kurven-
diskussion

Ablei-
tungs-
regeln

DIFFERENZIALRECHNUNG

GRENZWERTE VON FUNKTIONEN

Be-
stimmtes 
Integral

FLÄCHENAUFLEITEN
INTEGRALRECHNUNG

Unbe-
stimmtes 
Integral

Integral-
funktion

Stamm-
funktion

Integra-
tions-
regeln

Haupt-
satz der 
Di� . und 
Int.rech-
nung

1. Kapitel

Lernkasten (Chunk)

Beziehungen zwischen 
den Lernkästen (Links)

Regelkasten

Beispiel

Formel

Regel 1

De� nition De� nitions-
kasten

Entscheidungsregel

Frage?
Ja

Nein

Eine noch bessere Näherung für x ≈ x0  liefert die Formel von Taylor: f x f x f x x x f x x x( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ª + ¢ ◊ - + ¢¢ ◊ -0 0 0 0 0
21

2

ISBN 978–3–940838–13–1

5 
00

0 
Ei

nw
oh

ne
r

7 
Ja

hr
e

20
07

20
00

¢
=

f
x(

)
0

N
ic

ht
 d

i� 
er

en
zi

er
ba

r s
in

d 
al

le
 

ni
ch

t s
te

tig
en

 F
un

kt
io

ne
n.

Exponentielle Wachs-
tumsprozesse

Lineare
Funktionen

Betrag

Exponen-
tialfunkti-
onen

Logarith-
musfunkti-
onen

Verschiebungen

Spiegelungen

Streckungen

Diskussion einer
Kurvenschar

Ganz-
rationale
Funktionen

Quadra-
tische
Funktionen

AUFGABEN

LÖSUNGEN

Z
x(

)
0

0
π

…
 x

0 i
st

 k
ei

ne
 N

ul
ls

te
lle

 d
es

 
Zä

hl
er

po
ly

no
m

s:

f
x

x x
x x

(
)

(
)

=
- -

=
- -

1 3
2 3

1

D
ie

 F
un

kt
io

n 
f  

ha
t a

n 
de

r 
St

el
le

 x
 =

 3
 e

in
en

 P
ol

 
1.

 O
rd

nu
ng

.

Se
nk

re
ch

te
 A

sy
m

pt
ot

e:
 x

 =
 3

D
ie

 F
un

kt
io

n 
f  

ha
t a

n 
de

r 
St

el
le

 x
 =

 3
 e

in
en

 P
ol

 
2.

 O
rd

nu
ng

.

Se
nk

re
ch

te
 A

sy
m

pt
ot

e:
 x

 =
 3

f
x

x x
(

)
(

)
=

- -
2 3

2

Fl
ac

he
r K

ur
ve

nv
er

la
uf

0

x
x

x

lim() xxfxc Æ=
0

x �
+∞

Regel 1

Anschauliche Bedeutung der Stetigkeit

W
o 

ta
uc

he
n 

st
et

ig
 fo

rt
se

tz
ba

re
 S

te
lle

n 
au

f?

¢¢= fx() 00

© 2008 verlag wissenschaft-design Christian Kornherr    wissenschaft-design.de  ·  Alle Rechte vorbehalten

fa
ls

ch

Ta
ng

en
te

D
as

 N
en

ne
rp

ol
yn

om
 

ha
t a

n 
de

r S
te

lle
 x

0  
el

ne
 

N
ul

ls
te

lle
 m

it 
un

ge
ra

de
r 

Vi
el

fa
ch

he
it.

D
er

 G
ra

ph
 v

on
 f 

 w
ec

hs
el

t 
an

 d
er

 S
te

lle
 x

0  
da

s 
Vo

rz
ei

ch
en

 (V
ZW

).

D
as

 N
en

ne
rp

ol
yn

om
 

ha
t a

n 
de

r S
te

lle
 x

0  
el

ne
 

N
ul

ls
te

lle
 m

it 
ge

ra
de

r 
Vi

el
fa

ch
he

it.

D
er

 G
ra

ph
 v

on
 f 

 w
ec

hs
el

t 
an

 d
er

 S
te

lle
 x

0  
da

s V
or

-
ze

ic
he

n 
ni

ch
t (

ke
in

 V
ZW

).

fa
ls

ch

U
nt

er
sc

hr
ei

te
n 

di
e 

Fu
nk

-
tio

ns
w

er
te

  j
ed

e 
no

ch
 s

o 
kl

ei
ne

 S
ch

ra
nk

e,
 s

ch
re

ib
t m

an
:

lim
(

)
x

f
x

Æ
+•

=
-•

lim
lo

g /
x

x
x

Æ
+•

=
2 1
2

0

lim n

n

Æ
•

=
2

1

lim
,

n

n

Æ
•

=
0

5
0

Kn
ic

k

Ei
ne

 F
un

kt
io

n 
f  

ha
t a

n 
de

r S
te

lle
 x

0  
ei

ne
n 

Te
rr

as
se

np
un

kt
, w

en
n 

gi
lt:

*

 
¢

=
f

x(
)

0
0

(w
aa

gr
. T

an
ge

nt
e)

 u
nd

 d
as

 M
on

ot
on

ie
ve

rh
al

te
n 

vo
n 

f
 

än
de

rt
 s

ic
h 

an
 d

er
 S

te
lle

 x
0 

 n
ic

ht
 

(a
lte

rn
at

iv
: d

as
 K

rü
m

m
un

gs
-

 
ve

rh
al

te
n 

vo
n 

f ä
nd

er
t s

ic
h 

 
an

 d
er

 S
te

lle
 x

0).

Ei
ne

 F
un

kt
io

n 
f  

ha
t a

n 
de

r S
te

lle
 x

0 e
in

en
 W

en
de

pu
nk

t, 
w

en
n 

gi
lt:

*

 
¢¢

=
f

x(
)

0
0

(� 
ac

he
r K

ur
ve

nv
er

la
uf

) u
nd

 
¢¢¢

π
f

x(
)

0
0

A
llg

em
ei

ne
r: 

w
en

n 
si

ch
 d

as
 K

rü
m

m
un

gs
ve

rh
al

te
n 

an
 

de
r S

te
lle

 x
0 

 ä
nd

er
t, 

d.
 h

. w
en

n 
¢¢f

 a
n 

de
r S

te
lle

 x
0 

 d
as

 
Vo

rz
ei

ch
en

 w
ec

hs
el

t:

  D
 F 

= 
F  (

t 2 
) –

 F 
 (t

1 
) =

   
∫  f

  (t
) d

t  

f
x

x
x

x
x

x
x x

f
x

x
(

)
(

)
(

)
(

)
(

)
lim

(
)

=
◊

-
+

◊
-

◊
-

=
+ +

fi
=

=
Æ

•

2
2

2

4 4
3

1
1

3
1 1

1
� �

Au
sm

ul
tip

liz
ie

re
n

(x
i , 

i =
 1

, …
 8

:  
N

ul
ls

te
lle

n 
de

s 
N

en
ne

r-
 b

zw
. Z

äh
le

rp
ol

yn
om

s)
 

st
et

ig
 fo

rt
se

tz
ba

re
 

D
e�

 n
iti

on
sl

üc
ke

 

x
x <

 x 1
x 1

x 1<
 x <

 x 2
x 2

x 1<
 x <

 x 2
x 3

x  >
 x 3

¢f
x(

)
+

0
+

0
–

0
+

Vo
rz

ei
ch

en
ta

be
lle

 v
on

 
¢f

G
f

TE
P

H
O

P
TI

P

bz
w

.

lim
,

x

x

x
Æ

+•
=

+•
1

01 10
00

H
oc

hp
un

kt
Ti

ef
pu

nk
t

se
h r  reißfest

1.
 G

re
nz

üb
er

ga
ng

 x
�

+∞

2.
 A

bl
ei

tu
ng

sf
un

kt
io

n 
f‘ 

 

Zw
ei

te
 A

bl
ei

tu
ng

 f‘
‘

St
am

m
fu

nk
tio

n 
vo

n 
f

U
nb

es
tim

m
te

s I
nt

eg
ra

l v
on

 f

3.
 S

ta
m

m
fu

nk
ti

on
 F

3. „Steckbriefaufgaben“

FUNKTIO
N

EN
ATLAS

Kettenregel

x

x x < x1 x1 x1 < x < x4 x4 x1 < x < x4 x5 x > x5

¢¢f x( )

Gf
rechts-

gekrümmt
links-

gekrümmt
rechts-

gekrümmt
links-

gekrümmt

BasiswissenA
nalysis

Gymnasium

Die Ableitung einer Funktion kann nicht 
nur geometrisch gedeutet werden. Im All-
gemeinen beschreibt der Di� erenzialquo-
tient die punktuelle oder momentane 
Änderungsrate einer Funktion.

Die nebenstehende Abbildung zeigt die 
zeitliche Entwicklung f t( ) der Einwohner-
zahl einer Stadt. Die Ableitung ¢f t( )0  kann 
man hier als momentane Wachstumsge-
schwindigkeit der Einwohnerzahl zum 
Zeitpunkt  t0 deuten. Diese wird sich in 
der Regel von der mittleren Wachstums-
geschwindigkeit im Zeitraum [t1, t2] un-
terscheiden. Bei Kettenreaktionen ist die 
Änderungsrate eines Bestands zu jedem 
Zeitpunkt proportional zum vorhande-
nen Bestand (siehe Funktionenkatalog, 
exponentielles Wachstum)

In der Physik werden Ableitungen nach 
der Zeit durch einen hochgestellten 
Punkt gekennzeichnet:

Von der Sekante zur Tangente
Eine Funktion f sei wie in der Abbildung in einer
Umgebung von x0 de� niert. Dann heißt

f x f x
x x

( ) ( )-
-

0

0

Di� erenzenquotient von f an der Stelle x0 . 
Der Di� erenzenquotient gibt die Steigung der Sekante 
des Graphen Gf durch die Punkte P0 und P an.

Mittlere und momentane Änderungsrate

Momentane
Änderungsrate: 

¢f ( )2000

Zeit t 
[Jahr]Einwohnerzahl einer Stadt 

von 1998 bis 2010 (geschätzt).

… eine Funktion mit Ableitung f
Eine Funktion F  heißt Stammfunktion einer Funktion f,  wenn ihre 
Ableitung die Funktion f  ist. Beispielsweise ist sin x eine Stammfunktion 
von cos x, da die Ableitung der Sinusfunktion die Kosinusfunktion ist. 

Eine Voraussetzung für die Existenz der Stammfunktion ist die Stetigkeit 
von f .  Der Graph von f  darf keine Sprungstellen oder isolierte Punkte 

Verallgemeinertes Produkt
Die Arbeit W, die eine Kraft K  längs eines Weges x 
verrichtet, ist das Produkt  „Kraft K mal Weg x“.  
Ändert sich die Kraft längs des Weges, wird der 
Weg in kleine Abschnitte Dx  zerlegt, in denen die 
Kraft näherungsweise konstant ist. Für jeden Teil-
abschnitt wird die Arbeit über die Formel „Kraft 
mal Weg“ angenähert. Die insgesamt verrichtete 
Arbeit ergibt sich durch Aufsummieren der Ein-
zelarbeiten (= Flächeninhalte der Streifen).

Weg x
[cm]

Kraft K
[N]

    1   2   3   4   5   6   7   8

22

Kraft K  (gemessen in Newton), die zur 
Dehnung x (in cm) einer Feder aufzubringen ist. 

Im Intervall [4 cm; 5 cm] beträgt 
die Kraft im Mittel 22 Newton. 
In diesem Intervall wird die 
Arbeit  DW = 22 N · 1 cm = 0,22 
Nm verrichtet.

Numerische Integration 
Mit dem Computer lassen sich Flächeninhalte 
„unter“ krummlinigen Kurven einfach 
berechnen. Dazu zerlegt man die Fläche in 
hinreichend schmale Streifen und summiert 
deren Flächeninhalte auf. Bei integrierbaren 
Funktionen führt dieses Verfahren stets auf 
einen beliebig genauen Wert für den gesuchten 
Flächeninhalt unter der Kurve.

b

Gf

a
x

∫   f   ( x ) dx
a

b

x
Dx

Das bestimmte Integral gibt den Flächeninhalt 
an, den der Graph einer Funktion f mit der x-Achse 
zwischen den Stellen  a und b einschließt.

Ist die Funktion im Intervall [a, b] negativ 
(liegt der Graph von f  unterhalb der x-Achse), 
erhält man einen negativen Flächeninhalt. 

Es gelten die Regeln:

Flächeninhalte unter dem Graphen einer Funktion f  werden mithilfe ihrer Stammfunktionen F bestimmt. 

x
+

–

Neben F ( x ) ist auch F ( x ) + C 
eine Stammfunktion zu f

1. Ableitung von f  an der Stelle  x0

1. Bestimmtes Integral 

4. Unbestimmtes Integral  ∫ f   (x ) dx

Flächeninhalte unter dem Graphen einer Funktion f 
berechnet man, indem man deren Stammfunktionen 
bestimmt, die obere und untere Grenze in die Stamm-
funktion einsetzt und die Di� erenz  F( b) – F( a) bildet. 
Sprechweise:  „Obere minus untere Grenze“. 

Hauptsatz – Version Stammfunktion

6. Hauptsatz der Di� erenzial-
  und Integralrechnung

Ursache f Wirkung DF

Änderungsrate f( t) im Zeitintervall [t1, t2] Änderung DF

Strömungsstärke I( t) im Zeitintervall [t1, t2] Wasservolumen DV

Stromstärke I( t) im Zeitintervall [t1, t2] Ladungsmenge DQ

Geschwindigkeit v( t) im Zeitintervall [t1, t2] Zurückgelegter Weg Ds

Kraft K( x) entlang der Strecke [x1, x2] Arbeit DW

t2

t1

Stammfunktion F

t
t1 t2 t3

t
t1 t2 t3

DF

Funktion f

GF

Gf

Dem Flächeninhalt unter dem Graphen Gf   
entspricht eine „Höhendi� erenz“ DF  auf 
der Stammfunktionskurve.

 ∫ (a f x a f x1 1 2 2( ) ( )+ ) dx = 

a1  ∫ f1(x ) dx  + a2  ∫ f2(x ) dx

„Erhöhe den 
Exponenten 
um 1 und teile 
durch den 
neuen 
Exponenten!“

dx x C

x dx x C

x dx x C

x dx x
n

C nn
n

= +

= +

= +

= + + ≠ −
+

1
2

1
3

1
1

2

2 3

1

,

∫

∫

∫

∫

1
x

dx x C= +ln∫

∫ 1 1
2x

dx
x

C= − +

∫

∫

( ) ( )

( ) ( )

x dx x C

x dx x C

+ = + +

+ = ⋅ + +

1 1
4

1

2 1 1
2

1
4

2 1

3 4

3 4

 

Integrieren
Ableiten

 ∫  (5x 2 + 7x 4) dx =   5 ∫ x 2 dx  +  7 ∫ x 4 dx

= ◊ + ◊ +5 71
3

3 1
5

5x x C

Brüche in 
Potenzen mit 
negativen 
Exponenten 
umwandeln:

1
2

2

x
x= -

5. Integrationsregeln

3. Krümmungsverhalten von f 

Gf   ist linksgekrümmt, falls 
die Steigung der Tangente 
streng monoton zunimmt.

Ist ¢¢ >f x( ) 0 im Intervall ] ; [x x1 2 ,
so ist Gf   dort linksgekrümmt.

Ist ¢¢ <f x( ) 0 im Intervall ] ; [x x1 2 ,
so ist Gf   dort rechtsgekrümmt.

Gf   ist rechtsgekrümmt, falls 
die Steigung der Tangente 
streng monoton abnimmt.

Wie bestimmt man eine Stammfunktion?
In einfachen Fällen kann eine Stammfunktion einer Funktion f 
direkt aus der Ableitungstabelle abgelesen werden:

J

Erste Ableitung ¢f  
bestimmen* und Null setzen: 

¢ =f x( ) 0

Nach x au� ösen  fi x0

Die Lösung(en) x0 in die 
Ausgangsfunktion f  
einsetzen:
y f xmax/min ( )= 0  

x1 x2 x3

y

x

Gf

x4 x5

Terrassenpunkte sind
 Wendepunkte mit 

waagrechter Tangente.

Der Graph von f  hat an der Stelle x0 einen 
Hochpunkt, wenn gilt:*

 ¢ =f x( )0 0 (waagrechte Tangente) und

 ¢¢ <f x( )0 0

(Dann lässt sich f  in der Umgebung von x0 

durch eine nach unten geö� nete Parabel 
annähern.) 
 
Allgemeiner:  wenn ¢f an der Stelle x0 das 
Vorzeichen von + nach – wechselt.

x x < x1 x1 x1< x < x4 x4 x4< x < x5 x5 x  > x5

¢¢f x( ) – 0 + 0 – 0 +

Gf WEP WEP

Sei F die Wassermenge eines Stausees und f = F‘ 
die gesamte Strömungsstärke seiner Zu- und 
Ab� üsse gemessen in Kubikmeter pro Sekunde. 
Aus den nebenstehenden Diagrammen liest 
man ab: 

 Bis zum Zeitpunkt t3 wächst die Wassermen-
ge an. Der Zuwachs an Wasser pro Sekunde 
nimmt dabei gleichmäßig ab.

 Zum Zeitpunkt t3 � ießt genauso viel Wasser 
zu wie ab.

 Ab dem Zeitpunkt t3 nimmt die gesamte 
Strömungsstärke negative Werte an:  Die 
Wassermenge nimmt nun ab. 

Die Wasserzunahme DF F t F t= -( ) ( )2 1 im Zeit-
intervall [t1, t2] lässt sich als Inhalt einer Fläche 
unter der Kurve Gf   deuten:

Ist I ein zusammenhängendes Intervall und 
ist f stetig auf I, so lässt sich der Graph von 
f   im Intervall I  ohne Absetzen zeichnen. 

✎

Eine Funktion f  heißt stetig an der Stelle x0 , 
falls rechtsseitiger und linksseitiger Grenz-
wert und Funktionswert an der Stelle x0 
übereinstimmen.

 
Eine Funktion f  heißt di� erenzierbar 
an der Stelle x0 , falls die rechtsseitige 
und linkseitige Steigung an der Stelle x0 

übereinstimmen:

Graphen di� erenzierbarer Funktionen sin

d gla
tt.

Jede di� erenzierbare 
Funktion ist stetig.

Nicht di� erenzierbar, aber stetig 
sind Funktionen, 
deren Graphen 
Knicke haben. 

Jede nicht stetige Funktionen 
ist nicht di� erenzierbar.

3. Stetigkeit und Di� erenzierbarkeit

I N T E G R A L R E C H N U N G

G R E N Z W E R T E

verlag w
issenschaft-design

Christian Kornherr

Grenzwertsätze
Die Grenzwerte von f  und g  (für x Æ ∞ oder x Æ x0 ) seien die reellen Zahlen a  bzw. b.
Dann gilt: 

5. Gebrochen rationale Funktionen  y = f (x) =  

Nicht stetig an den „kritischen“ 
Stellen x0  sind Funktionen mit

„Sprungstellen“

isolierten Punkten

De� nitionslücken

An der De� nitionslücke x0  ist die 
Funktion nicht stetig, da f x( )0  
nicht existiert!

n:  Zählergrad

2. Integralfunktion  ∫ f   (t ) dt

J
Ist ¢ <f x( ) 0 im Intervall ] ; [x x1 2 ,
so fällt f   im Intervall
streng monoton.

Ändert sich zusätzlich das 
Krümmungsverhalten an der 
Stelle x0 , heißt der Graphen-
punkt ( x0| y0 ) Wendepunkt.

Ein Produkt zweier Funktionen, z. B.  x x2 ◊ sin , 
wird mit Hilfe der Produktregel abgeleitet: 

( sin ) sin cosx x x x x x2 22◊ ¢ = ◊ + ◊

( )f g f g± ¢ = ¢ ± ¢

( )C f C f◊ ¢ = ◊ ¢

( )3 3 2 62◊ ¢ = ◊ =x x x

        Produktregel
( sin ) cosx x x x2 2◊ ¢ = ◊    

Additive 
Konstante fällt 
weg!

Die Funktionen f x x( ) = und
g x x( ) = 1 können als Potenzen mit 
gebrochenem bzw. negativem 
Exponenten geschrieben werden:

f x x f x x
x

g x x g x x
x

( ) ( )

( ) ( )

= fi ¢ = =

= fi ¢ = - = -

-

- -

1
2 1

2

1
2

1 2
2

1
2

1

Konstanter 
Faktor bleibt!

( )f g f g f g◊ ¢ = ¢ ◊ + ◊ ¢

( ) ( )x e e x e x ex x x x◊ ¢ = ◊ + ◊ = + ◊1 1

( ln ) ln lnx x x x
x

x◊ ¢ = ◊ + ◊ = +1 1 1

Funktion  f

Ableitung  f‘

C x x 2 x 3 x n 1
x x sin x cos x e x ln x

0 1 2x 3 2x nx n-1 - 1
2x

1
2 x cos x -sin x e x 1

x

Weitere Funktionen entstehen aus den elementaren Funktionen durch

Produktbildung

Der Quotient zweier Funktionen wird mit Hilfe 
der Quotientenregel abgeleitet: 

( )Z
N

N Z Z N
N

¢ = ◊ ¢ - ◊ ¢
2

Q
uotientenbildung

Bildung von Linearkombinatio
nen

Summe/Vielfache Verkettung 

d
dx

x x d
dx

ax ax d
d

ax x
a

2 2 2 22 2= = =; ;

f x x f x x

x x

( ) ( )

( )

= fi ¢ =
¢ =

2

2

2

2

heißt „Leite ab!“ – hier ist klar, nach 
welcher Variable abgeleitet wird

6. Ableitungsregeln

heißt „Leite nach x ab!“

d
dx

f f g xg x g x( ) ( ) ( )( ) ( )= ¢ ◊ ¢

d
dx

xx xsin( ) cos( )2 21 1 2+ += ◊

Setze die innere 
Funktion ein:  cos( )�

=
Ableitung 
der inneren 
Funktion

Ableitung 
der äußeren 
Funktion

Ableitung einer 
verketteten 
Funktion

•

d
dx

x
x x

1 1
2sin sin( )

cos= - ◊

sin x

➀

Bilde Ableitung der
äußeren Funktion:

1 1
2( ) ( )� �

¢
= -

Setze die innere 
Funktion ein:  

Multipliziere mit 
der Ableitung der 
inneren Funktion

(sin ) cosx x¢ =
(Nachdifferenzieren)

- 1
2( )�

Multipliziere mit 
der Ableitung der 
inneren Funktion:
( )x x2 1 2+ ¢ =   
(Nachdifferenzieren)  
  

x 2 1+

Bilde Ableitung der
äußeren Funktion:
sin ( ) cos( )¢ =� �

Ableitung einer verketteten 
Funktion f g x( )( ) :

➁
➂

➀

➁
➂

 ∫   f   ( x ) dx
a

b

… Flächeninhalt unter einer Kurve

Additivität

Umkehrung 
der Integrations-
richtung

v v t dt
t t

= -
1

2 1

( ) ∫
t1

t2

Integrale und Mittelwerte
Der Mittelwert f einer Funktion f  auf [  a, b] 
ist de� niert durch:

a b

b – a

f

gleiche Flächen: f b a f x dx◊ - =( ) ( ) ∫
a

b

x

Von einer Integralfunktion oder Funktion der oberen 
Grenze spricht man, wenn die obere Grenze im 
bestimmten Integral variabel ist. Um Verwechs-
lungen zwischen Integrationsvariable und oberer 
Grenze zu vermeiden, wird die Integrationsvariable in 
t umbenannt.

x

Integral-
funktion Ja

Ja( x0 )

x

Jeder oberen 
Grenze x wird 
der Flächeninhalt 
Ja( x ) zugeordnet.

obere 
Grenze x0 (variabel)

untere
Grenze a

GJa

Gf

a

x

 ∫  cos  (t ) dt  
x obere Grenze

IntegrationsvariableIntegrandenfunktionuntere Grenze

J xa ( ) =
a

Mittlere Geschwindigkeit 
im Zeitintervall [  t1, t2]

Jede Integralfunktion hat mindestens eine Nullstelle, 
nämlich die untere Integralgrenze:  Ja  (a) = 0

U M K E H R U N G  D E R  A B L E I T U N G :   „ A U F L E I T E N “

FLÄ
C

H
EN

IN
H

A
LTE U

N
TER

 K
U

R
V

EN

x x 2 sin x e x

1 2x cos x e x

 

Stammfunktion F

Funktion  f  

A
bleiten

… alle Funktionen mit Ableitung f
Das unbestimmte Integral ∫ f  ( x) dx einer Funktion ist de� niert als 
die Menge ihrer Stammfunktionen. Da additive Konstanten beim 
Ableiten wegfallen, ist mit F  ( x) auch F  ( x) + C eine Stammfunktion 
von f  ( x). Das unbestimmte Integral einer Funktion f  erhält man, 
indem man eine Stammfunktion bestimmt und „+ C“ ergänzt. 
Beispielsweise gilt:  ∫ cos x  dx  =  sin x  + C. 

Das Aufsuchen einer Stammfunktion ist die Umkehrung des 
Ableitens. Aus diesem Grund wird das Integrieren gelegentlich als 
„Au� eiten“ bezeichnet.

x C+

1

A
bleiten

In
te

gr
ie

re
n

Zu einer gegebenen 
Funktion f  sind alle 
Lösungen der 
Gleichung ¢ =F f  
gesucht, also alle 
Stammfunktionen.

Der Funktionswert
f x F x( ) ( )= ¢ gibt den Anstieg 

der gesuchten Funktionen F 
an der Stelle x an. Entspre-
chend gerichtete Kurven-
stücke legen den Verlauf der 
Stammfunktionen F fest.

Die Stammfunktionen F werden in 
das so entstandene Richtungsfeld 
eingepasst. Durch jeden Punkt ver-
läuft genau eine Stammfunktion. 
Die Gesamtheit aller Scharkurven 
bildet das unbestimmte Integral 
der Funktion f.

    ∫  f  (x ) dx =  F(x )  + C         

 ∫ 1 dx  =  x + C

Ist die Integrandenfunktion vom Typ 
f g x g x( ( )) ( )◊ ¢ , beispielsweise cos( )x x2 2◊ ,
erhält man das Integral  ∫ f g x g x( ( )) ( )◊ ¢  dx
durch Umkehren der Kettenregel. 

Ist F eine Stammfunktion von f ,  gilt:

∫ f g x x F Cg x g x( ) ( ) ( )( ) ( )◊ ¢ = +d

Integration durch Substitution 

Die innere Funktion wird 
substituiert. Im Integral wird 
die innere Funktion und das  
„Di� erenzial“ dx ersetzt:

Das (einfachere) Integral wird 
gelöst.

Die Substitution wird wieder 
rückgängig gemacht.

1
2 ◊ =cosu du∫

➂

cos( )x x dx2 1+ ◊ =

cos u x du
x

◊ =
2∫

∫

➁

➀

1
2 sin u C+ =

1
2

2 1sin( )x C+ +

u x

u du
dx x du

dx dx x

dx du
x

= +

¢ = fi = ◊

=

2 1

2 2

2

:

… ist die Umkehrung der Produktregel.

∫ ∫

∫ x x dx x x x dx

x x x C
x x x C

◊ = ◊ - ◊ =

= ◊ - - +
= ◊ + +

cos sin sin

sin ( cos )
sin cos

1
u v V Vu u‘

u v dx u V u V dx◊ = ◊ - ¢ ◊

v  inte-
grieren

u ab-
leiten

u stehen 
lassen

v  inte-
grieren

Stammfunktion von f x x x( ) cos= ◊

Stammfunktionen bestimmt man mit den …

Ist  F  Stammfunktion zu f , gilt:

cos( ) sin( )x x dx x C2 21 2 1+ ◊ = + +

¢ = + ¢ =
= +

g x
g x

dx g x C z B g x x
g x x

( )
( )

ln| ( )| , . . ( )
( )

2
12

∫

∫

D
ie „nützliche Form

el“ ist ein Spezialfall der Substitutionsregel

„A
u�

 e
ite

n“

Der Graph von f  hat an der Stelle x0 einen 
Tiefpunkt, wenn gilt:*

  ¢ =f x( )0 0 (waagrechte Tangente) und

  ¢¢ >f x( )0 0

(Dann lässt sich f  in der Umgebung von x0 

durch eine nach oben geö� nete Parabel 
annähern.) 

Allgemeiner:  wenn ¢f an der Stelle x0 das 
Vorzeichen von – nach + wechselt.

Voraussetzung:  f  ist eine stetige Funktion

Dann ist die Integralfunktion Ja (x) = ∫  f  (t ) dt 
definiert und es gilt:

 Die Ableitung der Integralfunktion Ja 
 ist die Integrandenfunktion f.

 

x

a

J aa ( ) .= 0

  und

Funktion f

Integralfunktion Ja

a    x0 

x  

x  

Ja  ist gerade diejenige Stammfunktion, die an der 
unteren Grenze a eine Nullstelle hat.

Ableiten 

a    x0  

Integrale und Wirkungen

Integrale haben häu� g die Bedeutung von Wirkungen:

Stammfunktionen von f

J x f x dx f xa
¢ = ¢ =( ) ( ( ) ) ( )∫

x

a

  ∫  f  (x) dx = [F  (x)]
a

b

a

b
 ∫  f  (x) dx =  F  (x) 
a

b

a

b

Schreibweisen:

Ist ¢ >f x( ) 0 im Intervall ] ; [x x1 2 , 
so steigt f   im Intervall
streng monoton.

J

Die Ableitungsfunktion ¢f ordnet jeder Stelle x 
die Steigung des Graphen Gf an dieser Stelle zu.

4. Extremwerte einer Funktion

5. Elemente der Kurvendiskussion

a ax◊ ln

ax

Di� erenzierbar = linear approximierbar
Existiert der Di� erenzialquotient von f an der Stelle x0 , 
nennt man f  di� erenzierbar an der Stelle x0 . In diesem 
Fall lässt sich die Funktion in der Umgebung von x0 
beliebig genau durch eine Gerade annähern.

Die erste Ableitung ist genau 
an den Stellen Null, an denen 
der Graph der Funktion f 
waagrecht verläuft.

* Die Funktion f  
   sei beliebig oft
   di� erenzierbar. 

* Die Funktion f  sei beliebig oft  di� erenzierbar. 

+–

x x- 0

f
x

f
x

(
)

(
)

-
0

f x( )0

f x( )

x0 x 
x 

Gf

P0 

P

y 

Mittlere Änderungsrate:

5 000 Einwohner
7 Jahre

D
D

f
t = Zuwachs oder Abnahme 

Zeitintervall Dt 
=

Hat die Funktion einen Knick, lässt sie sich an der 
Knickstelle nicht durch eine Gerade annähern: 
Die linksseitige und rechtsseitige Steigung stimmen 
an der Knickstelle nicht überein.

x0 x 

y 

P0 
f x( )0

x 

Gf

y 

x x0 

f x( )0

Gf

x

x
a c b

x
b a

f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( )= + ∫
a

c

 ∫
c

b

 ∫
a

b

f x dx f x dx( ) ( )= - ∫
b

a

 ∫
a

b

Gf

F   =  f¢

?         

Gf Gf

Anstieg 
groß

Anstieg 
klein

Gesucht: Stamm-
funktionen von f

Unbestimmtes Integral, Richtungsfeld und Kurvenschar

Gf

Kurvenschar
F (x )+ C

Flächeninhalte unter dem Graphen einer Funktion f  werden mithilfe ihrer Stammfunktionen F bestimmt. 

Hauptsatz – Version Integralfunktion

Voraussetzung:  f   ist eine stetige Funktion
       F  ist eine Stammfunktion von f 

∫  f  (x ) dx = F(b ) – F(a )
a

b

Ableitung an allen 
di� erenzierbaren Stellen x

4. Rechentechnik 

lim ( ( ) ( ))f x g x a b± = ± lim ( ( ) ( ))f x g x a b◊ = ◊ lim ( )
( )

,f x
g x

a
b

b= πfalls 0

Wichtige Grenzwerte

 lim
x

x

n
a
xÆ+•

= +•

  für Basis a > 1 
  und beliebige Potenzfunktionen x n

 „Die Exponentialfunktion wächst für
 a > 1 schneller als jede Potenzfunktion.“

 lim
log

x

a
n

x
xÆ+•

= 0

  für a > 1 
  und x n mit n > 0 

 „Der Logarithmus wächst für a > 1 
 langsamer als jede Potenz x n mit n > 0.“

y x= sin

y x=

x

y

x

x�x0

Zählerpolynom Z x( ) und Nennerpolynom N x( ) enthalten den 
gemeinsamen Linearfaktor (x – x0). Der Funktionsterm wird so weit 
wie möglich gekürzt. Ggf. ist dazu eine Faktorzerlegung von Z x( ) 
und N x( ) nötig (→ Wissenskarte Algebra).

Tritt im 
Nenner noch der 

Linearfaktor (x – x0)
auf?

Pole  ungerader Ordnung Pole  gerader Ordnung

Beispiel 1 Beispiel 2

Mit einer Polynomdivision kann der Funktions-
term in einen Asymptotenterm a x( ) und einen 
Restterm r x( ) zerlegt werden, der für große 
x-Werte gegen Null strebt.

lim ( )
( )x

Z x
N xÆ •

= • Schräge 
Asymptote:   

f x x x
x

( ) = + +
+

2 1
1

y a x= ( )

y
x=

y

x

Zählergrad > NennergradZählergrad = Nennergrad

Waagrechte 
Asymptote: y = 0 

„Höchste Potenz
  ausklammern“

Kürzen

Grenzwertsätze 
anwenden

lim ( )
( )x

Z x
N xÆ •

= 0

f x x
x

( ) = +
+

1
22

y

Zählergrad < Nennergrad

f x x x
x

x
x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

= - ◊ -
-

= -
-

2 3
3

2
33 2 f x

x x
x

x( )
( ) ( )

( )=
- ◊ -

-
= -

2 3
3

2
2

2

f x
x x

x
x( )

( ) ( )
( )=

- ◊ -
-

= -
2 3

3
2

2
2

x

y

x

y

Z x( )0 0=

Nein  (Beispiel 2)

Ja   (Beispiel 1)

An der Stelle x = 3 hat Gf   eine stetig 
fortsetzbare De� nitionslücke.

W
ie

 b
er

ec
hn

et
 m

an
 G

re
nz

w
er

te
 v

on
 F

un
kt

io
ne

n?

wichtige Anwendung: Kurvendiskussion

De� nitions-
lücken x0
Wann wird das Nenner-
polynom Null?

f x x x
x x x

( ) ( )
( ) ( ) ( )

= ◊ -
+ ◊ - ◊ -

2 2

2
3

1 1 3

De� nitionslücken
sind die Nullstellen des Nennerpolynoms N x x x x( ) ( ) ( ) ( )= + ◊ - ◊ - =1 1 3 02

x1 = –1 (einfach),   x2,3 = +1 (doppelt),   x4 = +3 (einfach)

Nullstellen
sind die Nullstellen des Zählerpolynoms Z x x x x Df( ) ( ) , ,= - = Œ2 23 0
die im De� nitionsbereich liegen.
x5,6 = 0 (doppelt),   ( x7,8 = +3 ist eine De� nitionslücke, damit keine Nullstelle)

Art der De� nitionslücken und Nullstellen

 x1 = –1:  Pol 1. Ordnung: VZW

 x2,3 = +1: Pol 2. Ordnung: kein VZW

 x4 = +3:   f x x x
x x x

x x
x x

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

= ◊ -
+ ◊ - ◊ -

= ◊ -
+ ◊ -

2 2

2

2

2
3

1 1 3
3

1 1
 x5,6 = 0:  doppelte Nullstelle:  kein VZW

 x7,8 = +3: stetig fortsetzbare De� nitionslücke (siehe x4)

Vorzeichentabelle
 x < –1 < 0 < +1 < +3 <

f x( ) + Pol – 0 – Pol – n. d. +

waagrechte Asymptote:  y = 1

se
nk

re
ch

te
 A

sy
m

pt
ot

e:
  x

 =
 –

1

se
nk

re
ch

te
 A

sy
m

pt
ot

e:
  x

 =
 1x y

x

Gf

∫

∫

1
1

1

1
2 1

1
2

2 1

x
dx x C

x
dx x C

+ = + +

+ = ⋅ + +

ln

ln

∫

∫
∫

e dx e C
x dx x C
x dx x C

x x= +
= − +
= +

sin cos
cos sin

∫

∫

∫

e dx e C

e dx e C

x dx x C

x x

x x

+ +

+ +

= +

= +

= +

5 5

2 5 2 51
2

2 1
2

2cos( ) sin( )

Produktregel

Linearität der Ableitung

Quotientenregel

äußere

innere

sin( )x 2 1+

Ableitungen elementarer Funktionen

Hochpunkt

Tiefpunkt

Terrassenpunkt

 
Skizzieren Sie den Verlauf des 
Funktionsgraphen Gf  !

Für das asymptotische Verhalten der Funktion sind der Zähler- und 
Nennergrad der Funktion maßgeblich. Um Zählergrad (Nennergrad) zu 
bestimmen, addiert man die Vielfachheiten der Zählernullstellen (Nenner-
nullstellen):

Zählergrad = 4,  Nennergrad = 4

Zählergrad = Nennergrad:
Das asymptotische Verhalten ist durch den Quotient der führenden
Potenzen gegeben:

 

  

Musteraufgabe

Die Lösung(en) x0 in die 
zweite Ableitung* einsetzen: 

¢¢ < fif x( )0 0  Maximum

¢¢ > fif x( )0 0   Minimum

¢¢f -Kriterium !

Extremwerte

( )� ¢

d
dx

Rechtskrümmung – Linkskrümmung + Ist ¢¢ =f x( )0 0 , verläuft der Graph 
von f an der Stelle x0 � ach, d. h. 
der Funktionsverlauf lässt sich 
dort besonders gut 
durch ein 
Geradenstück 
annähern.

Ist die Ableitungsfunktion wieder 
di� erenzierbar, nennt man die 
Ableitungsfunktion von ¢f die
zweite Ableitung von f.

Sprich:   f  zwei Strich (von x) oder 
d zwei f  nach d x Quadrat (von x )

¢¢ = =f x d f x
dx

d f
dx

x( ) ( ) ( )
2

2

2

2

Fallender Kurvenverlauf – Waagrechter Verlauf 0

Die zweite Ableitung gibt das 
Krümmungsverhalten des 
Graphen von f an der Stelle x an.

Sonderfall: n = –1

∫ 1
5

1
52( )x

dx
x

C
+

= − + +

Die Stamm-
funktion der 
e-Funktion ist 
wieder die 
e-Funktion.

d
dt

f t f t( ) ( )=
•

 di� erenzierbar

¢ = -
-Æ

f x
f x f x

x xx x
( ) lim

( ) ( )
0

0

00

 In der Umgebung von x0  gilt die Näherungsformel:

(Lineare Approximation von f an der Stelle x0)

f x f x f x x x( ) ( ) ( ) ( )ª + ¢ ◊ -0 0 0

2. Grenzübergang x�x0

Grenzwert von f  für x�x0

Liegt f  ( x ) bei links-/rechtsseitiger Annäherung an die 
Stelle x0 beliebig nahe bei der reellen Zahl c, nennt 
man c den links-/rechtsseitigen Grenzwert von f  an 
der Stelle x0.
Stimmen der links- und rechtsseitige Grenzwert an der 
Stelle x0 überein, nennt man c den Grenzwert von f  an 
der Stelle x0 und schreibt:

Unendlichkeits- oder Polstellen
Die Funktion f sei in einer Umgebung von x0 mit Aus-
nahme der Stelle x0 de� niert. Überschreiten die Funk-
tionswerte f  ( x ) bei links-/rechtsseitiger Annäherung an 
die Stelle x0  jede noch so große Schranke, nennt man x0 
Unendlichkeits- oder Polstelle von f  und schreibt:

y

x0

x

y

c

x0

x

Das Symbol

lim ( )
x x
x x

f x
Æ
< 0

0

   (auch: lim ( )
x x

f x
Æ -0 0

)  

gibt an, wie sich f  bei 
linksseitiger Annäherung 
an die Stelle x0 verhält. 

Das Symbol

lim ( )
x x
x x

f x
Æ
> 0

0

   (auch: lim ( )
x x

f x
Æ +0 0

)  

gibt an, wie sich f  bei 
rechtsseitiger Annäherung 
an die Stelle x0 verhält. 

x0

x0

lim ( )
x x

f x c
Æ

=
0

lim ( )
x x

f x
Æ -

= + •
0 0

lim ( )
x x

f x
Æ +

= + •
0 0

Limes x gegen x0

an x  n + … + a1 x  + a0 
bm x  m + … + b1 x  + b0 m: Nennergrad

… x0 ist auch Nullstelle des 
Zählerpolynoms:

x

y

Asymptotik von f (x) = Z (x) 
N (x) 

Falls der Grenzwert dieses Quotienten für eine be-
liebige Annäherung x xÆ 0 existiert, schreibt man

und nennt den Grenzwert Di� erenzialquotient 
oder Ableitung von f an der Stelle x0 . 
(Sprich: f  Strich von x0 oder f  Strich an der Stelle x0 )

Anschaulich kann man ¢f x( )0  als Steigung der 
Tangente an den Graphen Gf im Punkt P x y0 0 0( | )
interpretieren.

y

x

y

J

Punkt mit
waagrechter
Tangente

f  s
teigt 

monoton

Punkt mit waagrechter 
Tangente

f  fällt

m
onoton

Steigung
positiv

Steigung
positiv

Steigung
negativ

f  s
teigt 

monoton

+ –

Gf

Gf‘

x

Punkt mit
waagrechter
Tangente

Steigender Kurvenverlauf +

Die Ableitungsfunktion gibt das 
Monotonieverhalten von f  an 
der Stelle x an.

y

Gf

J

Steigung
nimmt ab

J
Steigung
nimmt ab Steigung

nimmt zu

Steigung
nimmt zu

0 +–+ 00–

x x < x1 x1 x1 < x < x2 x2 x2< x < x3 x3 x > x3

¢f x( )

Gf steigt steigt fällt steigt

+ 00+ – +0

Noch einmal
ableiten

Falls ¢¢ =f x( )0 0, 
kann das ¢¢f -Kriterium 
nicht angewendet werden!
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Ableitungsfunktion f‘

Bildet man die Ableitung einer 
Funktion f an allen Stellen, an 
denen sie di� erenzierbar ist, 
so erhält man die Ableitungs-
funktion ¢f .  

¢ = =f x df x
dx

df
dx

x( ) ( ) ( )

Sprich:   f  Strich (von x), 
d f  nach d x (von x ) oder
erste Ableitung von f.

Notwendige Bedingung 
für Extremwerte

x x < x2 x2 x > x2

¢f x( ) + 0 –

Gf HOP
x x < x3 x3 x > x3

¢f x( ) – 0 +

Gf TIP

Summenregel

Faktorregel

„NAZ minus ZAN durch Nennerquadrat“
„Nenner mal Ableitung Zähler
  minus Zähler mal Ableitung Nenner
  durch Nennerquadrat“

f f x dx
b a

=
-
1 ( ) ∫

a

b

… oder Funktion der oberen Grenze

f x

F x x

( )

( )

=
fl

=

1 f x x

F x x

( )

( )

=
fl
=

2

2

f x x

F x x

( ) cos

( ) sin

=
fl
=

f x e

F x e

x

x

( )

( )

=
fl
=

D I F F E R E N Z I A L R E C H N U N G

∫ f x
a

F Cax b ax b( ) ( )+ += +d 1

Partielle Integration

∫  (cos ) sinx x x x x C◊ = ◊ +d 1
2

2  

N x( )0 0=

Nützliche Formel

Elementare Integrale

Integrale verketteter FunktionenLinearität des Integrals

Partielle Integration

J

J
J

J

J

J
J

lim ( )
x x xÆ+•

+ = + =1 1 0 0 02 3

Æ 0 Æ 0
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Æ+•

+
+

=

◊ +

◊ +
=

+

◊ +

1
2

1 1

1 2
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0
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x x x
x x
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+ +
+ =

◊ + +
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21
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1 1 1

1 1

f x x x x x
x x

( ) ( ) : ( )= + + + =
+

+
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2
1 1

1 Æ 0

+ + = +1
1x

a x r x( ) ( )

Æ 0

Æ 0

lim ( )
( )x

n

n

Z x
N x

a
bÆ •

= Waagrechte 
Asymptote:   

y = 5
2
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lim
( )

( )

lim

x

x

x

x
x

x
x

x
x

x

Æ+•
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5 1
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5 1
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5 1
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22 1
5
2

2+
=

x

f x x
x

( ) = +
+

5 1
2 1

2

2

y
a
b

n

n
=

y

x

„Höchste Potenz
  ausklammern“

Kürzen

Grenzwertsätze 
anwenden

 nicht di� erenzierbar

Die Funktion „geht gegen ∞“
Überschreiten die Funktionswerte f  ( x ) für 
hinreichend große x-Werte jede noch so große 
Schranke, schreibt man:

Grenzwert einer Funktion
Liegen die Funktionswerte f  ( x ) 
beliebig nahe bei einer reellen Zahl c, 
falls x hinreichend groß gewählt wird, 
heißt c der Grenzwert von f  für x Æ+•
und man schreibt: x

y

c

x Æ +•

y

x

x Æ +•

lim ( )
x

f x
Æ+•

= +•

lim ( )
x

f x c
Æ+•

=

Das Symbol lim ( )
x

f x
Æ+•

gibt an, wie sich die 
Funktion f  für sehr große 
x-Werte verhält.

Sprich:  „Limes von f  
für x gegen unendlich“

Limes x gegen ∞

lim ( )
x x xÆ+•

◊ + = ◊ =1 2 1 0 2 02 3

Æ 0 Æ 2

lim
x

x
Æ+• +

=3

2 1
3
2

Æ 2

 lim sin
x

x
xÆ

=
0

1

   Für x ≈ 0 gilt:

 sin x xª   

 lim ( )
n

n

n
e

Æ •
+ =1 1

  e = 2,718 281 828 … eulersche Zahl 

 lim
n

na
Æ •

= 0  für | a | < 1

 lim
n

n a
Æ •

=1 für a > 0

 stetig

Æ 0

Æ 0Entsprechend de� niert man 
das Verhalten einer Funktion 
für x Æ– •

Stetigkeit an der Stelle x0

Eine Funktion f  heißt stetig an der Stelle x0 , 
falls rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert und 
Funktionswert an der Stelle x0 übereinstimmen:

  

Stetig fortsetzbare Stellen
Ist die Funktion f  an der Stelle x0 nicht de� niert und 
existiert der Grenzwert von f  an der Stelle x0 , nennt 
man die Stelle stetig fortsetzbar (siehe 6. Gebrochen
rationale Funktionen). 
 

von links von rechts

x0

f x( )0!

existiert
nicht

x0

f x f x
x x

( ) lim ( )0
0

=
Æ

 nicht stetig

stetig fortsetzbare De� nitionslückelim ( ) ( ) lim ( )
x x x x

f x f x f x
Æ - Æ +

= =
0 00 0 0

x�+∞

x�xi

Gf

Einwohner-
zahl f

Wendepunkt

J
J

J
J

J

J

Die Ableitungsfunktion f ‘ bestimmt man mit den Ableitungsregeln

WEP
(TEP)

Geg:  Funktion f

Ges:  Stammfunktion F

!

!

∫

( )

( )

x x x x

x x x

2 3 2

2

2 3

3 0 2 2

+ ¢ = +
+ ¢ = + =

( ) ( )
( ) ( )

2
3 1

3 1 2 2 3
3 1

2
3 12 2

x
x

x x
x x+ ¢ = + ◊ - ◊

+
=

+

f x x F x x( ) , ( )= =2 31
3

0

1

x dx x2 3 3 31
3

1
3

1 1
3

0 1
3

= = ◊ - ◊ =[ ]∫ 1

0

›

›

Wie berechnet man Grenzwerte von Funktionen?

Nicht nur das Verhalten einer Funktion am linken und rechten Rand, 
sondern auch in Umgebung von Definitionslücken ist interessant. 

!
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Eine noch bessere N
äherung für x ≈ x

0  liefert die Form
el von Taylor: 
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5 000 Einwohner

7 Jahre
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¢ =f x( ) 0

Nicht di� erenzierbar sind alle 
nicht stetigen Funktionen.
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… x0 ist keine Nullstelle des 
Zählerpolynoms:
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Die Funktion f  hat an der 
Stelle x = 3 einen Pol 
1. Ordnung.

Senkrechte Asymptote: x = 3

Die Funktion f  hat an der 
Stelle x = 3 einen Pol 
2. Ordnung.

Senkrechte Asymptote: x = 3

f x x
x

( )
( )

= -
-

2
3 2

Flacher Kurvenverlauf 0

x x x

lim
(

)
x

x
f

x
c

Æ
=

0

x�+∞

Re
ge

l 1

A
ns

ch
au

lic
he

 B
ed

eu
tu

ng
 d

er
 S

te
tig

ke
it
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Tangente

Das Nennerpolynom 
hat an der Stelle x0  elne 
Nullstelle mit ungerader 
Vielfachheit.

Der Graph von f  wechselt 
an der Stelle x0  das 
Vorzeichen (VZW).

Das Nennerpolynom 
hat an der Stelle x0  elne 
Nullstelle mit gerader 
Vielfachheit.

Der Graph von f  wechselt 
an der Stelle x0  das Vor-
zeichen nicht (kein VZW).

falsch

Unterschreiten die Funk-
tionswerte  jede noch so 
kleine Schranke, schreibt man:
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Knick

Eine Funktion f  hat an der Stelle x0  
einen Terrassenpunkt, wenn gilt:*

 ¢ =f x( )0 0 (waagr. Tangente) und

 das Monotonieverhalten von f
 ändert sich an der Stelle x0  nicht
 (alternativ: das Krümmungs-
 verhalten von f ändert sich 
 an der Stelle x0).

Eine Funktion f  hat an der Stelle x0 einen Wendepunkt, 
wenn gilt:*

 ¢¢ =f x( )0 0 (� acher Kurvenverlauf ) und

 ¢¢¢ πf x( )0 0

Allgemeiner: wenn sich das Krümmungsverhalten an 
der Stelle x0  ändert, d. h. wenn ¢¢f  an der Stelle x0  das 
Vorzeichen wechselt:
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Ausmultiplizieren

(xi , i = 1, … 8:  Nullstellen des Nenner- bzw. Zählerpolynoms) 

stetig fortsetzbare 
De� nitionslücke 

x x < x1 x1 x1< x < x2 x2 x1< x < x2 x3 x  > x3
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1. Grenzübergang x�+∞

2. Ableitungsfunktion f‘  

Zweite Ableitung f‘‘

Stammfunktion von f

Unbestimmtes Integral von f

3. Stammfunktion F

Wissenskarte Analysis	
Basiswissen Gymnasium, ISBN 978-3-940838-13-1

Die gesamte Analysis auf einer Landkarte im Format DIN A1. 

Die Wissenskarte präsentiert die zentralen Themen Grenz-
wertrechnung, Differenzial- und  Integralrechnung in 27 
übersichtlichen Lernkästen. Der Leser kann sich anhand von 
Pfeilen auf der Wissenskarte orientieren, Zusammenhänge 
selbst erforschen und die Theorie nach den Regeln der Lern-
psychologie effektiv im Grundwissen verankern. So eignet 
sich die Wissenskarte ideal für die Prüfungsvorbereitung in 
der Oberstufe oder für Studienanfänger zum Auffrischen 
des Abiturstoffs. 

>> Lösungen zu „1. Aufgaben zur Ableitung“ auf Seite 2	
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Wissenskarte Analysis
Basiswissen Gymnasium

Die Übersichtskarte (DIN A1) zur Grenzwert-, Di� erenzial- und Integralrechnung 
für Schüler an Gymnasien und Studienanfänger.
Mit einem umfangreichen anwendungsorientierten Funktionenatlas. 

Die Wissenskarte präsentiert die zentralen Themen Grenzwertrechnung, Di� erenzial- 
und Integralrechnung schülernah in 27 übersichtlichen Lernkästen (Chunks). Kommen-
tierte Pfeile zwischen den Lernkästen (Links) helfen dabei, die einzelnen Themen im 
Sinnzusammenhang richtig einzuordnen. Der Leser kann sich anhand der Pfeile auf der 
Wissenskarte orientieren, Zusammenhänge selbst erforschen und die Theorie nach den 
Regeln der Lernpsychologie schnell und nachhaltig im Grundwissen verankern. So eignet 
sich die Wissenskarte ideal für die Prüfungsvorbereitung in der Oberstufe oder für Stu-
dienanfänger zum Au� rischen des Abitursto� s. Alle angegebenen Formeln stehen stets 
im Bezug zu konkreten Anwendungen und typischen Prüfungsfragen. Im Aufgabenteil 
sind zur Selbstkontrolle die wichtigsten Musteraufgaben mit vollständigen Lösungen im 
Überblick zusammengestellt. 

Besonders hilfreich für Schüler und Studierende ist ein umfangreicher Funktionenatlas 
(60cm x 60cm) mit den in Oberstufe und Studium vorausgesetzten Funktionstypen. Der 
Funktionenatlas zeigt nicht nur die Schaubilder der Funktionen mit ihren charakteristi-
schen Eigenschaften. Modi� kationen des Funktionsterms, wie sie bei Verschiebungen, 
Streckungen und Spiegelungen auftreten, werden ebenso diskutiert wie symmetrische 
Spezialfälle ganzrationaler Funktionen, Kurvenscharen und typische Anwendungen aus-
gewählter Funktionsklassen, wie z.B. exponentielle Wachstums- und Abnahmevorgänge.

Tipp:  Lernen Sie mit der Karte in der Gruppe und nutzen Sie die Karte aktiv beim Lösen 
der Aufgaben! Beim Erklären und Selberrechnen behalten Sie ein Vielfaches von dem, 
was Sie nur lesen!
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Wissenskarte Analysis	
Basiswissen Gymnasium	
ISBN 978-3-940838-13-1

Besonders hilfreich für Schüler und Studierende ist 
ein umfangreicher Funktionenatlas (60cm x 60cm) 
mit den in Oberstufe und Studium vorausgesetzten 
Funktionentypen. Der Funktionenatlas zeigt nicht nur 
die Schaubilder der Funktionen mit ihren charakteris-
tischen Eigenschaften. Modifikationen des Funktions-
terms, wie sie bei Verschiebungen, Spiegelungen und 
Streckungen auftreten, werden ebenso diskutiert wie 
symmetrische Spezialfälle ganzrationaler Funktionen, 
Kurvenscharen und Vieles mehr.

Im Aufgabenteil sind zur Selbstkontrolle die wichtigs-
ten Musteraufgaben mit ausführlichen Lösungen im 
Überblick zusammengestellt. 


